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２０世纪８０年代初，当我和我的同事有关量子力学控制理论的第一篇研究论

文刚刚面世的时候，学术界反应寥寥。仅仅过了几年，量子控制在实验和理论上已

经取得了激动人心的进展，通过系统地引入最优控制理论，科学家能够设计超短激

光脉冲来更有效地控制分子化学键。之后，随着量子计算理论的兴起，量子控制得

到了空前的关注，有关研究日益丰富起来。时至今日，量子控制作为交叉学科已经

渗入到如纳米材料、玻色 爱因斯坦凝聚态物理等更多的前沿学科分支中。

量子控制理论的物理基础是上世纪初发展起来的量子力学理论。基于薛定谔

方程、海森伯方程、刘维尔方程以及在此基础上发展起来的描述各种环境下的量子

力学系统的数学模型，可以展开有关系统可控性、可逆性等各种基本结构性质的研

究，它们在量子计算以及分子系统的相干控制中已经得到广泛应用；最近，关于散

射量子系统的研究也开始取得重要进展。

量子控制系统有别于经典控制系统的最大特征在于其反馈控制的特殊性，因

为反馈所需的量子测量即使在理论物理和实验物理领域至今也没有得到完全解

决。对量子系统的反馈控制的研究虽然还很不充分，但是已经引起了来自各个领

域的众多学者的关注，也成为量子系统控制理论最吸引人的魅力所在之一。在量

子系统的控制设计中，最优控制最先取得成功，而且至今仍是主要的研究方向，并

且通过引入学习控制等技术使得最优控制不仅在理论上，而且在实验上取得了突

破。理论和实验相互促进，产生出更多新的成果和新的问题，为最终量子控制走向

实用的技术打下坚实的基础。

丛爽教授是国内最早从事量子力学控制研究的学者之一。她以及她在中国科

学技术大学的合作者通过多年的努力，已经具备了深厚的基础，并且在国内率先做

出了多项研究成果。在此基础上，丛爽教授积多年研究心得编写了国内第一本有

关量子力学系统控制研究的专著。本书内容基本涵盖了当前量子控制的主要研究

方向，为正在从事以及将来可能从事这方面研究的老师和学生提供了良好的研究

参考。希望这本书能够吸引来自各个领域的更多的研究人员，带动国内相关研究

的蓬勃发展。

维纳在他著名的《控制论》中指出：控制论是包含控制、通信与统计力学的综合

学科。回顾量子控制的发展，我们可以将它看作是包含控制理论、量子通信和量子

统计力学的综合学科，其中每个因素都对其之前的经典理论产生了概念性的革新。

几乎所有经典控制中的问题都可以在这里找到量子对应，但是具有独特量子特性



的新问题则引起学者们的更多兴趣，它们是潜在的量子技术革命的基础。我期待

在２１世纪，量子控制的理论和技术得到突飞猛进的发展，国内能有更多的学者和

学生能够进入这个领域并做出自己的贡献。

谈自忠

于圣路易斯华盛顿大学

２００５年４月２６日

·犻犻· 序



前 言

量子力学系统控制的动因起源于量子计算机的设想。仿照经典的计算机（冯·

诺依曼计算机），最简单的量子系统就是一个量子位（即量子比特）的两个态（０或

１）的控制及其物理实现，所以量子系统控制早在２０世纪７０年代就有物理学者在

做大量的理论以及物理操作实现的有关量子逻辑门操作的研究，直至今日，已在实

验室中可以进行７位的量子比特的操作。所以可以说直到１９９８年前后，在进行量

子系统控制的研究中，物理和化学专业的研究人员占绝大多数，在那些领域，他们

对量子状态的变换一般使用“操纵”而不用“控制”这个词。１９９８年以后，从事计算

机、系统工程、数学等一系列交叉学科的学者开始介入量子系统控制的研究中，开

始从系统的角度去审视量子系统（哪怕只是一个量子位的量子系统）的控制问题。

以前人们的研究主要是对个案的研究，即对某个专门挑选的微观粒子的某一点进

行研究。当关注一般量子系统控制问题时，人们选择了一个典型的自旋１／２粒子

量子系统作为被控对象，集中注意力来对其进行不同情况下的系统建模、可控性分

析以及最优控制等方面的研究。

为什么挑选自旋１／２粒子作为被控系统？如何选择被控对象是一件非常重要

的事情。由于自旋１／２粒子系统的数学模型是双线性的系统模型，它与宏观系统

中的双线性系统在数学模型结构上具有完全一样的形式。另外，自旋１／２粒子系

统在狓、狔和狕轴上的自旋与宏观世界中的刚体绕狓、狔和狕轴的旋转是一致的，并

且存在的相互之间的关系式满足李群中组成李代数的条件。正是由于自旋１／２粒

子系统的数学模型与宏观世界中人们已研究过的一些系统有相同的模型形式，所

以从数学的角度上来说，它们应当具有相同的特性，完全可以借用宏观世界的研究

方式和结果来针对具体情况加以分析和应用。这些正是可以对量子系统进行研究

的方法和可能性。

有关量子力学系统控制中的研究问题主要集中在以下几个方面。

一、量子位的制备与操控

从理论上研究一个系统，就是从它的数学模型入手，通过理论分析和推导来达

到某个期望的结果。对量子系统控制的研究也不例外。量子系统的普适关系式就

是薛定谔方程，即波函数ψ与哈密顿量犎 之间的微分关系式：犻
·
ψ＝犎ψ。这是一

个齐次方程。对此方程，当已知波函数的初始值ψ（０），则方程的通解为：ψ（狋）＝



犝（狋）ψ（０），其中，犝（狋）在系统控制中称为转移矩阵，在量子力学中称为状态演化

矩阵，所以从控制理论角度上说，只要求出状态演化矩阵犝（狋），就可以获得任何

时刻狋的波函数ψ（狋）。

那么，犝（狋）该怎么求？由波函数ψ与哈密顿量犎 所表示出的薛定谔方程可

知，如果犎与时间无关，则有：犝（狋）＝犲
－犻犎狋／。由此可见，只要犎 已知，则可求出

犝（狋）。现在的问题是，数学公式容易写，但在具体的物理实验中如何去实现数学

表达式成为关键，因为要想实现量子计算机以及要验证所做的理论研究的正确性，

全都要依赖于物理实验的结果。更何况量子力学中的绝大多数的理论都是假设，

也都是通过做出的实验验证了其中的正确性。所以任何有关量子控制系统理论的

正确性，都应当建立在能够通过设计实验来实现的基础之上。这也正是我们每个

系统控制研究人员必须努力的地方。

由一个复杂的高维的犎所获得的犝（狋）是无法直接在实验室里进行操纵和实

现的，所以在实验物理领域里很早就开始了有关一比特及两比特的简单量子逻辑

门操纵的研究，并已证明任何逻辑门都可以用两比特逻辑门来实现。这告诉我们

可以通过把复杂的高维的犝（狋）分解为由一比特或两比特通用逻辑门的组合来实

现高维转移矩阵的物理实现问题。所以对转移矩阵犝（狋）的分解成为目前量子系

统控制中的一个重要研究方向，采用最多的是犆犪狉狋犪狀分解、犛犮犺犿犻犱狋分解、犠犲犻

犖狅狉犿犪狀分解，涉及的主要是数学问题。对转移矩阵犝（狋）分解的控制问题的描述

为：当给定初始态ψ（０）及终态ψ（狋犳）值时，求可实现的状态演化矩阵犝（狋）。因为

由ψ（狋犳）＝犝（狋）ψ（０），则立刻可以得到犝（狋）＝ψ（狋犳）ψ
－１（０）。但如果希望能够

在实验室里实现，则还需要对所获得的犝（狋）的表达式做进一步的分解工作。解

决的方式就是将犝（狋）分解为低维（通常是直到２维）的可实现的量子逻辑门。如

何分解以及怎样分解则涉及被控系统的具体参数。对于自旋１／２粒量子系统，可

将哈密顿量犎分成两部分：系统内部哈密顿量犎０以及外部控制哈密顿量犎１。

通过一定的整理，系统的薛定谔方程可以写成如下的形式：
·
犡 ＝ 犃＋∑（ ）犅狌犡

＝犃狓＋∑犅犡狌。这是一个双线性系统，与经典双线性系统不同之处仅在于该系
统中的犃和犅是由系统自旋算符组成，而自旋算符在一定的条件下等价于著名的

泡利（犘犪狌犾犻）矩阵，泡利矩阵之间满足一定的对易关系，这个对易关系式正好组成

李群中李代数的元素，所以对犝（狋）的分解在一定程度上就转化为对李群的分解。

根据泡利矩阵的对易关系式，以及狓、狔、狕轴的旋转方式，可以将原薛定谔方程式

写成２维、３维或４维矩阵方程形式。所以由此可以进行对特殊李群犛犝（２）、

犛犝（３）、犛犝（４）等的分解工作。另外，再加上可以选择是对系统的一个量子位的

两个状态（即０或１态）的控制、还是对系统的一个量子位的狀个态控制、狀个量

子位狀态控制等而出现大量的有关这方面的状态演化矩阵构造及其分解的研究。

·犻狏· 前 言



有关这方面的内容，将在第９章中作详细的介绍。

二、量子系统的可控性

量子系统控制的理论问题中研究最早并吸引众多数学家研究的、最引人瞩目

的是量子系统的可控性问题。的确，许多量子系统的可控性问题已经被解决，如连

续光谱量子系统的可控性，双线性量子系统波函数的可控性，分子系统的可控性，

分布式系统的可控性，旋转系统的可控性，犖犕犚分光器量子演化的可控性，紧致

李群量子系统的可控性问题等。在解决这些问题中，引入了许多量子可控性的新

观点和新概念。

通过对量子系统可控性的对比分析，我们发现量子系统的许多可控性的判定

定理是相似的，不同的只是在定义时所考虑的量子系统的物理特性不同。量子系

统的可控性通过右不变系统的可控性分析最直观，而且右不变系统可控性与双线

性系统的可控性的联系与量子系统的一些可控性定理的联系是一致的。利用李

群、李代数的知识，并结合特殊情况下量子系统特有的物理特性，又可获得量子系

统的其他一些可控性的判定定理，但这些定理都是在以上所分析由李代数判定可

控性的基础上推导出的。

量子系统的可控性完全是在对系统参数犃 和犅进行李群或李代数的构造基

础上进行的。同样也可分为在犛犝（２）、犛犝（３）、犛犝（４）或更高维上的可控性矩阵

的构造，不过目前人们主要还是针对有限维系统可控性进行研究的，少数对无限维

系统的研究也只是概念性的。本书将在第８章对双线性系统可控性进行介绍，然

后在第１０章里着重讨论量子系统的可控性及其与双线性系统可控性之间的关系。

三、量子系统最优控制

量子系统的重要应用之一是量子计算，它是基于量子态的转换，因为任何有效

的犽位量子门可以用特殊幺正李群犛犝（２犽）上的一个矩阵来实现，所以有效的量

子门的实施是任何量子计算应用的必要条件。幺正算符的时间演化由犛犝（２犽）上

右张积矢量来确定。这样量子门的产生就变成了一个通过控制理论所获得的可控

性、进而根据期望的某一性能指标来执行幺阵变换的控制能量或时间的最优化问

题。利用几何控制理论推导出最优控制输入，引导量子系统的幺正算符到目标的

演化是目前量子系统最优控制的主要研究内容。具体为在限制控制量最小（但控

制形式无限制，或只要求有界），以及时间最优（短）的条件下的量子态转换的控制

策略地设计。有关这方面的内容将在第１４章详细讨论。

前 言 ·狏·



四、反馈控制及测量的研究

与经典控制一样，量子系统控制也分为开环和闭环控制。通过激光产生电磁

场来时变地控制化学反应是一个众所周知的开环量子控制问题。在利用频率来进

行控制的方法中，开发出不同的量子的路径干涉控制方法；在对时间进行的控制

中，采用超速光脉冲产生的波包动力学来进行控制。对于化学过程的某些特殊控

制，可以通过最优化光脉冲的温度和光谱结构来实现控制。

由于反馈控制涉及到状态变量的测量，而对量子态的测量必然导致塌缩，所以

目前所能够在实验室里实现的绝大多数的量子系统的控制都是开环控制。而真正

具有无破坏测量的状态估计与反馈控制，研究的较少也较浅。目前人们主要试图

通过定义状态之间的距离，构造一个适当的状态反馈，以保证闭环控制系统的渐近

稳定性，通过使实际和最终状态之间的距离减少的途径来达到反馈控制的目的。

实际上量子理论本身并没有解决测量问题，因为量子理论没有描述理论与经

验的连接纽带———测量过程。在目前的量子理论中，测量过程被简单地当作是一

种瞬时的、非连续的波函数的投影过程，然而对于这一过程为何发生及如何发生却

说不清楚，因此，目前的量子理论对实在过程的描述是不完备的。本书在不同的章

节里对反馈控制及测量问题都进行了深度不同的探讨和研究。

五、混合态及纠缠态的控制

目前几乎所有的有关量子系统状态的控制（即对由波函数所表示的态矢的控

制）都是对本征态的控制。虽然也有一些文章是对密度矩阵进行分析与设计的，但

也没有强调是对混合态的研究。真正对混合态及纠缠态进行控制的研究还是相当

少的，也不深入，而在物理实验室中却已经完成了混合态的制备工作。所以在这点

上，实验是超前控制理论的。本书将在第１３章里采用几何代数的方法对量子系统

的状态进行分析。

六、量子系统仿真实验

有关量子系统仿真的工作，物理化学等方面的学者在进行理论和实验研究的

同时，就一直在做这方面的工作。所以要想对量子系统进行合理可实现的控制，必

须首先对量子系统所具有的特性掌握清楚，才能够根据这些特性去设计出状态演

化矩阵犝（狋），然后将其分解为矩阵指数的乘积，构造出具有阵迹为零的斜厄米矩

阵的系统参数，以便组成一个李代数的集合，并由此判断系统的可控性，再通过选

·狏犻· 前 言



择合适的控制策略对状态演化矩阵犝（狋）进行适当的分解达到可实现的量子逻辑

门操纵的目的。

本书在相关的章节里，通过对量子系统进行仿真实验来阐明所提出方法的正

确性；通过对比来揭示量子力学系统中不同参数之间的关系；从控制的角度对量子

力学系统进行理论分析、系统建模、综合、控制器的设计和仿真实验的验证及其性

能的对比研究。力求对量子力学系统的控制给出一个较全面的导论，引导有志从

事量子控制之士，从本书进入量子力学系统控制的领域，开始进行２１世纪的伟大

研究。

要想进行量子系统控制的研究，需要涉及三个方面知识的灵活运用：１）量子力

学系统理论；２）李群、李代数及其在量子力学系统中的应用；３）几何控制理论。当

然还少不了经典控制理论及其应用的基础。有关量子系统控制的理论与实现的研

究任重道远，需要我们大家的共同努力。

量子力学系统控制是一个交叉学科的研究方向，其中充满着极具挑战性的研

究课题。本书在写作上定位为教材，考虑到不同读者在背景知识上的差异，尽可能

以浅显和自成体系的方式叙述主要理论思路，力图深入浅出；在细节的处理上尽力

兼顾严谨性、启发性和易读性，可供自动控制、计算机、系统工程以及物理专业的高

年级本科生和研究生使用。本书要求读者具有大学物理和高等数学的基础，但不

要求具有相对论、量子力学、量子电动力学以及计算机方面的专门知识。在需要用

到这些专门知识的地方，本书力图做到必要的过渡。如果阅读中发现有不太清楚

的地方，不妨跳过。有些地方我们不得不用到少量后面的内容才会完整解释的技

术术语，这些术语可以暂时简单地接受下来，等深入理解了全部术语后，读者可再

返回来阅读。

本书具有多种用途：可作为相关课程的基础教材，从用于教授量子系统控制的

短期专题讲座到涉及整个领域的一学期的正式课程。只想对量子系统控制稍做了

解的读者可以自学；想进入研究前沿的读者也可以选用本书。本书的目的之一还

在于作为该领域的一本参考书，特别希望它对初次接触这个领域的研究人员有价

值。

在量子力学理论及其应用迅猛发展的今天，有关量子力学系统的控制还是刚

刚起步，国内外有关量子力学系统控制的书籍、教材和参考书都非常少。作者在广

泛阅读和研究量子力学系统各方面的理论与实验、加上中国科学技术大学自动化

系量子系统控制研究小组人员几年来的勤奋努力，在国内率先做出的多项研究成

果的基础上写出的国内第一本有关量子力学系统控制研究的专著。本书共分为

１８章，分别为：概论，量子力学系统理论基础，量子态的操控，量子力学系统模型的

建立，限制温度下的量子动力学，薛定谔方程的解，李群和李代数及其应用，双线性

系统及其控制，幺正演化算符的分解及其实施，量子系统的可控性与可达性，量子

前 言 ·狏犻犻·



系统反馈控制，混合态和纠缠态及其分析，量子系统的几何代数分析，量子系统的

最优控制，量子测量，量子系统的反馈相干控制，量子系统的应用。希望通过本书，

能够带动国内有关量子力学系统控制研究进一步深入的展开。在此，要特别感谢

曾在研究小组做过研究并为本书做出贡献的郑毅松、郑捷、郑祺星和钱辉环；还要

感谢研究小组的研究生东宁、匡森、戴谊和姬北辰。没有他们的努力，这本书是不

可能这么快就面世的。

本书的出版得到了中国科学技术大学研究生院的资助，在此表示衷心的感谢。

由于作者水平有限，书中不当之处在所难免，敬请读者批评指教。

丛 爽

于中国科学技术大学

２００５年４月２６日

·狏犻犻犻· 前 言
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第１章 概 论

１１ 从经典力学系统到量子力学系统

２０世纪以前的物理学认为自然界存在着两种不同的物质：一种是可以定义于

空间一个小区域中的实物粒子，其运动状态可以由动力学变量坐标和动量的不同

取值来描述，其运动规律遵从牛顿力学定律。宏观物体是大量微观粒子的聚集态。

对宏观物体运动状态的描述原则上可以单个粒子的描述为基础，应用统计的方法

解决；另一类物质是弥散于整个空间中的辐射场，其运动遵从麦克斯韦（犕犪狓狑犲犾犾）

方程组。带电粒子在电磁场中的运动则可联立洛伦兹（犔狅狉犲狀狋狕）力公式和麦克斯

韦方程组解决。不论是牛顿方程还是麦克斯韦方程组都是拉普拉斯（犔犪狆犾犪犮犲）决

定论的，即给出系统初始状态，通过解运动方程，就可唯一地决定系统未来任何时

刻的运动状态。

具体地说，就是在经典力学中，一个粒子的运动状态可以用它在每一时刻狋的

坐标和动量（即相空间中的一点）给出确切地描述，运动状态随时间的演化遵守牛

顿方程（或与之等价的正则方程等），所以，当粒子在初始狋＝０时刻的坐标和动量

一旦给定，则以后任何狋＞０时刻粒子的运动状态就随之而确定。控制理论与控制

工程依赖的主要是被控系统的数学模型，而系统模型的建立依赖于物理定律。牛

顿力学三定律是经典力学的基本定律，这个定律再加上能量守恒定律就可以推演

出经典力学的主要框架。这是一个确定性的描述。那么，微观粒子的运动状态又

是怎样的呢？

１９００年１２月１４日，普朗克（犘犾犪狀犮犽）在柏林物理学会上提出了关于能量量子

化的假说。这一天被公认为是“量子诞生日”。

普朗克的假说是对谐振子做出的，主要内容为：

１）为了得到与实验一致的平均能量，谐振子吸收或辐射的能量只可能是间断

的、不连续的，它们为某一能量元ε０的整数倍，即

犈狀＝狀ε０， 狀＝０，１，２，… （１１）

２）能量元ε０必须与频率成正比，即

ε０＝犺ν （１２）

其中，ν为振子频率，犺为普朗克常数，它的值由实验测定。

普朗克关于能量量子化的假说具有划时代的意义。它以普朗克常数犺为标

志，用能量元（子）的概念具体地显示了一些自然过程的不连续性，是对经典物理关



于一切自然过程连续性的根本否定。

１９０５年爱因斯坦（犃．犈犻狀狊狋犲犻狀）提出了光量子的假说（陈咸享译 １９７９）：从点

光源发出的光是由个数有限并局限在空间各点的能量子组成，这些能量子能够运

动，但是不能再分割，只能整个的被吸收或产生出来。经过推导，爱因斯坦独立地

得到了光量子的能量方程：犈＝犺ν。后来证明了其正确性，且犺就是普朗克常数。

１９１６年，爱因斯坦提出了光不仅具有能量而且也具有动量的论断。通过推导，他

建立了动量狆与波长λ之间的关系为：狆＝犺／λ。这样人们就可以得到描述光子

性质的两个方程

犈＝犺ν （１３）

狆＝犺／λ （１４）

这两个方程通过普朗克常数犺把表征光子波动性的频率ν和波长λ与表征粒

子特征的能量犈和动量狆有机地联系在一起，使光的波动性和粒子性得到了统

一。

我们注意到普朗克常数犺具有动量 长度的量纲；同时等价地具有能量 时间

的量纲，它的数值为犺＝６６２６×１０－３４犑·狊，其中１犑＝１０７犲狉犵。在大多数量子力学的

应用中已经证明，使用量值犺／２π更方便，它可以被简写成＝犺／２π，的数值为

＝犺／２π＝１０５５×１０－３４犑·狊。

１９２４年，德布罗意（犔．犱犲犅狉狅犵犾犻犲）将光的波粒二象性的概念推广到其他客体。

他提出，不仅电磁场、光波具有粒子性，而且任何其他的实物粒子，比如电子、质子

等，也具有波动性。电子的双缝衍射实验也应具有和光子的双缝衍射实验相同的

结果。

对于一个自由粒子，其能量ε和动量狆满足与光子相同的关系式，即

ε＝犺ν＝ω，（＝犺／２π，ω＝２πν） （１５）

狆＝犽 （１６）

（１５）式和（１６）式被称为德布罗意关系式，其中犽＝
２π
λ
狀，称为波矢量，或约化

波数；狀为波传播方向的单位矢量；λ为德布罗意波长。在这里，ε和狆是表征粒

子特性的物理量，而频率ν、波矢犽是表征波动特性的物理量，它们通过普朗克常

数实现了相互转换，表现出波粒二象性。

考察下述一些典型例子中的德布罗意波长的大小是很有意义的（张启仁，

２００２）。

１）能量为犈（犲犞）的电子的德布罗意波长为（能量ε＝狆２／２犿）

λ＝

狆
＝



２槡 犿犈
≈１０－８犈－１

／２犮犿，（λ称为约化波长）

２）能量为犈（犲犞）的质子的λ为：λ≈５×１０－１０犈－１
／２犮犿。
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３）以１犮犿／狊运动着的１犵质量的λ为：λ≈１０－２７犮犿。

由这些数值可知，为什么量子效应只是在原子的范围内才明显地表现出来。

就宏观范围来说，所有的尺寸都比德布罗意波长要大得多，以致于波的特性是不可

能探测到的。在原子和亚原子的范围内，这些尺寸则与德布罗意波长可相比拟，因

而波的特性占据着支配地位。

自由粒子不受外部磁场作用，其能量犈和动量狆是一个不随时间和空间变化

的常数。由德布罗意关系可知，频率ν和波长λ也必定是常数，因而与自由粒子相

联系的波便是一个平面波。在经典物理学中，对于一个沿狓轴方向传播的平面波

在最简单的情况下，可以用一个余弦函数（或正弦函数）来表示。当初始相位为零

时，此函数有如下的形式：

ψ＝犃犮狅狊２π
狓
λ －

ν（ ）［ ］狋 （１７）

如果平面波是沿任意方向（单位矢量为狀）传播的波，则此函数的形式为

ψ＝犃犮狅狊２π
狉·狀
λ －ν（ ）［ ］狋 ＝犃犮狅狊（犽·狉－ω狋） （１８）

其中狉是径向坐标。通过欧拉公式

犲
犻α
＝犮狅狊α＋犻狊犻狀α （１９）

可以把平面波的三角函数形式改写为下列复指数函数的形式

ψ＝犃犲
犻（犽·狉－ω狋） （１１０）

其中，犃为一个常数。

利用德布罗意关系式，可以把（１１０）式改写为

ψ＝犃犲
犻

（狆·狉－犈狋）

（１１１）

对于一维情况，有

ψ＝犃犲
犻

（狆·狓－犈狋） （１１２）

由此可得，微观自由粒子的德布罗意波是一个在数学上用复指数函数描述的

波，它的波长与空间坐标无关，而仅决定于粒子的动量，它的相位则由动量和能量

共同确定。所以德布罗意波与经典波在本质上是完全不相同的波。

我们来讨论单个粒子在外力作用下的一维运动。这个外力是任意的，但却是

规定的。作为讨论的第一步，我们提出这样的问题：怎样描述这样一个粒子在某个

时刻的运动状态呢？在经典力学中，通常是通过粒子在所研究时刻的特定位置和

动量的办法来描述的。牛顿定律就正好提供了一种确定运动的方法。但是我们已

强调指出，这样的描述在量子力学中是办不到的，因为粒子的轨迹不能很精确地被

加以确定。不过，我们一定要从某处开始进行讨论，因而就需要提出最低限度的假

设，这个假设就是：粒子在时刻狋的状态能够尽可能完全的用一个函数ψ来描述。
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我们就把ψ叫做粒子体系的态函数（又称波函数）。

然后我们必须回答以下几个问题：

１）怎样确定ψ，即ψ依赖于哪些变量？

２）如何解释ψ，即怎样由ψ来推断出体系的可观测值的性质？

３）ψ怎样随时间而演变？体系的运动方程式是什么样的？

回答第一个问题时，我们提出尽可能简单的假设：在时刻狋做一维运动的无结

构（指不具有如自旋等内部自由度的质子）粒子的态函数可以只用空间坐标来表

述，即ψ＝ψ（狓，狋）。已经证明，一个无结构粒子可用ψ来表示。这个假设是正确

的。这意味着任何一个物理状态都可以用一个适当的ψ来描述。而且只有单值、

有界的态函数ψ才与某个物理状态相对应。

玻恩（犕．犅狅狉狀）认为，波函数所刻画的是粒子在某一时刻在空间中某一点的

概率分布，表示波函数在某一时刻在空间中某一点的强度，即：波函数振幅绝对值

的平方与在这一点中找到粒子的概率成正比。和粒子相联系的波是概率波。

一般认为，波函数ψ（狉，狋）描述了微观粒子的运动状态，即量子态。但在量子

力学中，对量子态的描述和经典力学中对状态的描述有着根本的不同。在经典力

学中，描述状态依靠给定的一些力学量，如动量、坐标等，在热力学中描述体系的宏

观状态依靠给出一些宏观的量，如压强、温度、体积以及状态方程。但在量子力学

中，描述粒子的量子态依靠给定的波函数ψ，但ψ本身并不是力学变量，也不具有

任何经典物理学中的物理量意义。由ψ给定的只是在它所描述的量子态中，测量

某力学量的平均值或这个力学量的各种可能值和出现这些可能值的相应概率。

由于微观粒子的运动服从统计规律，因此微观粒子体系的力学性质将由一组

力学量及它们的分布概率来表征。所谓微观粒子的态矢量（简称态矢）就是指这些

力学量的可能及其分布概率所确定的物理状态。依据波函数的统计，粒子在空间

狉处的概率可由 ψ（狉，狋）
２求出。同样各力学量的分布概率和它们的平均值也都

可由ψ（狉，狋）得到。从这个意义上看，波函数完全描述了微观粒子的运动状态，即

不同的ψ（狉，狋）给出了各力学量的不同统计分布，这也就相当于表达了不同的运

动状态；ψ（狉，狋）随时间的变化，表达了态的变化，即描述了微观粒子的运动过程，

所以，波函数ψ（狉，狋）是描述微观粒子运动状态的函数，被称之为态函数。

微观粒子状态概率性的描述，与经典粒子确定性的描述显然完全不同，其根本

原因是微观粒子具有波粒二象性，而经典粒子中对波动性的影响则完全可以忽略

不计。

光的波粒二象性表现为，光在某一时刻的行为可以用一个波函数ψ（狉，狋）描

述，ψ（狉，狋）给出光子在狋时刻在狉处出现的概率幅值。

１９２５年薛定谔（犛犮犺狉犱犻狀犵犲狉）提出了用微分方程式来描述波函数。通过求解

薛定谔方程，能够求出波函数来解决量子力学中的特殊问题。不过，通常不可能获
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得该方程的精确解。一般需要使用某些假定来对某一具体问题进行近似求解。例

如，当对一个粒子的作用力为零时，其势能为零。此时该粒子的薛定谔方程能被精

确的解出。这个“自由”粒子的解被称为一个波包（最初看上去像一个高斯钟形曲

线）。所以可以利用波包作为被研究粒子的初始状态，然后，当粒子遇到一个外力

作用时，它的势能不再为零，施加的力使波包改变。如何找到一种准确、快速地传

播波包的方式，使它仍然能够代表下一刻的粒子，就是一个量子系统控制的课题。

波动性和粒子性在经典物理中是互相排斥、对立和不相容的。如何理解在量

子理论中它们可以被统一地用来描述微观粒子？比如电子是分布在２８２×１０－１５

犿的范围内、质量约为１０－３１犽犵的粒子，它的空间限度及其质量是如此之小，唯一

认识它们的途径是用宏观仪器对它们进行观测。测量它们就意味着对它们发生某

种作用，因而对它们产生某种干扰，必然使得粒子在某些条件下表现出的性质像宏

观粒子，而在另一些条件下又表现出类似经典波的性质。这些由于量子系统本身

所具有的与经典系统完全不同的特殊性质，为量子系统的状态观测及其控制带来

了与经典系统完全不同的研究课题。

量子力学理论是２０世纪科学史上重大发现之一。量子力学理论揭示了经典

物理对物质世界的描述仅是在宏观条件下才是正确的。微观世界遵循的是量子规

律，世界本质上是量子的，经典规律只是量子规律在宏观条件下的近似。微观粒子

具有波粒二象性，它的运动状态、性质、描述方法及其运动规律和经典物理根本不

同。对结果的预测不再是拉普拉斯决定论的，而是概率的、统计的。量子力学是我

们描述微观粒子运动的一个理论框架和数学结构。量子力学的发现改变了我们对

微观世界的描述方法，加深了我们对物质世界本质的理解。

１２ 量子系统控制的提出及发展

本节将详细论述量子系统控制理论从提出到现在二十余年的发展过程。将首

先介绍量子系统可控性的研究及其进展，并简要分析简单量子系统的开环控制方

法，然后把重点放在学习控制和反馈控制等几种典型闭环控制方法研究的介绍上，

分析它们各自的优缺点，并根据量子系统控制的发展趋势，对其应用和发展前景进

行预测，从整体上系统地描述建立一套完整的量子控制系统所需要的五个基本步

骤，并在此基础上提出建立量子系统控制理论所要解决的几个关键性问题（丛爽

等 ２００３犪）。

量子力学理论揭示了物质内部原子及其组成粒子的结构和性质，使人们对物

质的认识深入到了原子领域。微观量子世界对人们来说是一个崭新的领域，其中

很多奇特的现象都同常理相违背，并很难用经典物理的理论进行解释。通过量子

力学，人们成功的解决了氢原子光谱等一系列重大问题，并且随着研究的深入，人
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们逐步认识到，量子论不仅可以解释微观领域的一系列奇特现象，同时通过变换，

还可以利用它完美地解释宏观物体的运动规律，并利用薛定谔方程证明例如牛顿

定律等许多经典物理中的基本定律。因此可以说量子力学的规律不仅支配着微观

世界，而且也支配着宏观世界。长期以来一直被人们用来描述宏观物质运动规律

的经典物理从本质上来说也只不过是量子力学规律的一种近似而已，对量子力学

的研究已经逐渐成为世界各国基础研究的重点之一。另一方面，随着科学技术的

进步，量子力学的应用也已深入到科学技术的各个领域，在化学中，人们通过对原

子态的控制可以改变反应物质，并使反应按人们预期的方向发生；在物理中，人们

利用量子理论来对物质的电磁性质进行更深入的了解；更重要的是，近几年来随着

信息技术的发展，人们又相继提出了量子计算机、量子信息网络等一系列设想，希

望利用量子一些特有的性质来突破宏观经典物理对物质属性的限制，使人们的生

产和生活方式焕然一新。但随着在不同领域对量子进行的深入研究，如何对量子

及其状态进行操纵（控制）成了摆在人们面前的一个难题。世界各国都在企图把量

子和控制领域联系起来，希望利用宏观控制领域中的概念和方法，结合微观量子世

界的特性来对量子及量子态进行控制和研究。

１２１ 量子系统控制的提出及其理论的研究

什么是量子力学？量子力学是一个数学框架或一套构造物理学理论的规则，

例如量子电动力学就是一套以惊人的精确度刻画原子和光的相互作用的物理理

论。量子电动力学是在量子力学框架下建立的，不过它还包含量子力学未规定的

一些特殊规则。有关量子力学系统的控制可以追溯到２０世纪７０年代对单量子系

统的完全可控性的研究。在那之前，量子力学应用的典型做法是对包含有大量量

子力学系统的批量样本的总体控制，但无法单独访问单个量子系统。例如人们对

超导现象有很好的解释，但由于超导体涉及导电金属的巨大样本（相对原子尺度而

言），所以只能探测到其量子性质的几个方面，而不能访问构成超导体的单个量子

系统。

最早从理论上提出量子系统控制的是美国华盛顿大学的 犎狌犪狀犵和犜犪狉狀

（犎狌犪狀犵犌犕犪狀犱犜犪狉狀犜犑１９８３）于１９８３年６月在《数学物理杂志》上发表的名为

“量子力学系统的可控性”的论文。该文从最基本的系统控制概念出发，在理论上

对线性量子系统的可控性进行了详细的讨论，具体分析并给出了有限维空间下量

子系统可控的条件，同时利用李代数（犔犻犲犪犾犵犲犫狉犪）对无限维空间下量子系统的可控

性进行了一些数学上的分析，并在最后从大的方向上对量子系统的控制进行了一

些展望，提出了几个关键性问题。次年，犗狀犵等（犗狀犵犆犓犲狋犪犾．１９８４）发表了研究

量子力学控制系统可逆性的论文，从理论上给出了不同量子系统的可逆性条件，着

重分析了在弱时变场下量子系统的可逆性，在假设系统无破坏可观的基础上建立
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了量子的无限维双线性模型。１９８５年，克拉克（犆犾犪狉犽）等（犆犾犪狉犽犑．犓犲狋犪犾．１９８５）人

发表了分析量子系统的可观性的文章，第一次提出并分析了量子的无破坏测量问

题（犙犖犇犗）。

这三篇文章分别从可控、可逆、可观的角度对量子系统进行了理论上的建模与

分析，为其以后的发展奠定了坚实的理论基础，因此，可以被看成是量子系统控制

的一个里程碑。

自此之后，世界各国对量子系统控制的研究纷纷开展起来，并在开环控制领域

取得了一些成果，１９８８年犘犲犻狉犮犲和犇犪犺犾犲犺（犘犲犻狉犮犲犃犘犲狋犪犾．１９８８）提出了几种近似

算法，把量子的无限维控制问题转换为有限维开环控制问题。１９９３年 犠犪狉狉犲狀等

（犠犪狉狉犲狀犠犛犲狋犪犾．１９９３犫）对量子力学系统控制理论进行了阶段性总结，并结合当

时的设备条件，提出了利用激光对量子系统进行开环控制的一些具体方法。随后

基于在无破坏测量理论上的突破，反馈控制成为研究的重点，美国麻省理工学院的

犔犾狅狔犱（犔犾狅犵犱犛，１９９７）在１９９７年发表的文章中提出了一种半经典反馈控制器来对

量子系统进行控制，给出了半经典量子系统可观性及可控性的条件，指明这种半经

典控制器完全可以用来对哈密顿量子系统进行控制。他在文章的最后指出，尽管

还存在一些问题，这种量子控制器可能会对量子计算机和量子信息系统的发展起

很大的推动作用。随着经典控制方法同量子理论的紧密结合，人们更多的从理论

上分析了利用各种经典控制方法对量子系统进行控制的可行性。犃犾狋犪犳犻狀犻（２００２）

分析了利用根空间分解法对量子系统进行控制的可行性，并在数学上给出了其可

控性条件证明，犇狅犺犲狉狋狔等（犇狅犺犲狉狋狔犃犇．犲狋犪犾．２０００犪）也在文章中对量子系统控制

的鲁棒性在理论上进行了分析。

从以上的介绍可以看出，量子系统控制的理论研究过程同其他系统控制过程

相似，也是经过了一个由可控性和可观性分析，到对各种开环、闭环控制方法研究

的过程。虽然经过近二十年的研究，在理论上已经取得了一定的成果，但由于人们

对量子系统并不完全了解，所以完整的量子控制理论还没有形成。

１２２ 量子系统开环控制

早期对量子的控制研究主要集中在物理和化学领域，多用来操纵控制粒子运

动，例如改变化学反应的结果。由于当时的设备条件以及闭环控制的复杂性，实验

室中大都采用开环控制的方法来实现简单的控制目标。

１９８８年犘犲犻狉犮犲和犇犪犺犾犲犺（犘犲犻狉犮犲犃犘犲狋犪犾．１９８８）通过分析实验室中生成分子

双极子的客观限制，具体讨论了分子波包的可控性。１９８９年犛犺犻和犚犪犫犻狋狕（犛犺犻犛，

犚犪犫犻狋狕犎１９８９）提出了一种在谐振分子系统中通过选择合适的最优设计场来有选

择地激发特定分子的方法。这种最优设计场结合了分子系统的力学特性，通过控

制分子内部能量交换来最终实现分子系统局部激发的目标。他们还提出利用这种
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最优设计场可以最终实现对化学反应的控制。同年犓狅狊犾狅犳犳（犓狅狊犾狅犳犳犚犲狋犪犾．１９８９）

等人具体提出一种根据光脉冲的波形来选择最优控制场的方法，通过这种方法可

以有选择的使化学元素按照人们所期望的方向发生反应，并产生相应的生成物。

这是量子控制从理论研究向实际应用迈出的重要的一步。随后人们在量子控制化

学反应方面做了很多的工作。直到１９９３年犠犪狉狉犲狀（犠犪狉狉犲狀犠犛犲狋犪犾．１９９３犪）等在

《科学》上发表文章，对已有的量子开环控制方法进行了总结，并结合当时在激光产

生方面的突破，提出了利用激光对量子系统进行开环控制的一些具体方法。

利用对分子系统的开环控制，人们可以在化学上成功的实现一些简单的控制

目标。但对于比较复杂的强时变量子系统，开环控制很难满足人们的要求。这是

因为要成功的设计开环控制，场函数ε（狋）要基于以下条件：（１）为了准确的描述量

子系统的状态，系统的哈密顿量犎０必须要被极为准确的测量出来。（２）为了求出

系统的控制函数ε（狋），多维薛定谔方程必须被准确地求解。（３）系统的控制场函

数ε（狋）必须可以在实验室的条件下被精确的实现。但是除了一些极简单的量子

系统，以上三条假设在实际中都很难被满足。所以在１９９３年以后，人们纷纷把研

究的重点转向了闭环控制的方向上，其中最先被研究的就是对量子的学习控制法。

１２３ 量子系统闭环学习控制

在量子系统闭环控制方法中主要可以分为学习控制和反馈控制两种方法。在

量子闭环控制研究的初期，由于当时对量子状态进行无破坏测量理论上还是空白，

所以人们把研究的重点放在了对其进行学习控制上。

在利用学习策略对量子系统控制的过程中，遗传算法是被最早研究和最广泛

应用的一种算法。１９９２年犑狌犱狊狅狀和犚犪犫犻狋狕（犑狌犱狊狅狀犚犛，犚犪犫犻狋狕犎 １９９２）提出了

量子系统的遗传控制算法，分析了算法中应该利用“遗传压力”（犵犲狀犲狋犻犮狆狉犲狊狊狌狉犲）来

阻止控制场中出现对控制输出结果没有影响的量子控制转化，并通过建模来具体

说明“遗传压力”对具体控制系统的影响。随后，１９９７年犃狉犱犲犲狀（犃狉犱犲犲狀犆犲狋犪犾．

１９９７）利用大约１００代、每一代为５０个样本来对一个具体的量子系统进行学习，并

获得了很好的计算结果，１９９８年犃狊狊犻狅狀（犃狊狊犻狅狀犃犲狋犪犾．１９９８）也通过遗传算法利

用相当多的参量对量子系统进行学习控制。

继提出遗传算法后，犌狉狅狊狊等（犌狉狅狊狊犘犲狋犪犾．１９９３）又于１９９３年提出了量子的

梯度学习控制算法。他们通过对所有量子的代价梯度δ犑／δε（狋）求平均，成功地抑

制了原先存在于犑中的噪声，从而得到较精确的梯度δ犑／δε（狋）。他们对梯度学习

过程进行建模，并从模型中观测到了很好的鲁棒性。１９９９年犘犺犪狀和犚犪犫犻狋狕（犘犺犪狀

犎犙，犚犪犫犻狋狕犎 １９９９）又提出了利用线性匹配原则来对量子系统进行控制的算

法。他们对非线性的量子变量进行了线性化近似，并给出了对其进行匹配迭代的

具体算法。
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由于量子系统具有高度的非线性特性，所以要对量子系统进行精确控制必须

采用非线性的学习算法。美国普林斯顿大学的犚犪犫犻狋狕（犚犪犫犻狋狕犎 ２０００）于２０００年

提出了一种非线性学习控制的算法，这种算法克服了线性控制算法的缺点，利用非

线性匹配原则来对量子系统的非线性特征进行匹配，以达到对非线性的量子系统

进行精确学习的效果，但是报告中只是对其进行了理论上的推导，并没有在实验中

证实其可行性。

可以看出，量子学习控制由于具有群体控制、高速控制场转换等一系列优点而

被人们广泛的研究，其发展过程总体上经历了一个从理论研究到线性控制，再到最

近的非线性学习控制的发展过程。主要研究还是局限在理论上的探索。与此同

时，闭环控制中另一个大的体系———反馈控制也随着对量子测量技术的进步而逐

步的发展起来。

１２４ 量子反馈控制与量子估算及克隆理论

反馈控制是经典控制理论的一个重要的组成部分，它通过对系统状态的观测，

将获得的系统状态的实际值与期望值进行比较，并通过设计合适的控制律，从而使

系统按人们的期望进行动态变化。反馈控制中重要的一个环节就是对其状态进行

观测和反馈。对于宏观系统可以通过装置很容易地实现。但是由于量子系统具有

不可观测性，采用仪器对其状态的任何测量必将在某种程度上破坏其现有的状态，

因此，对量子系统状态进行实时反馈所得到的量子状态值并不等同于测量后的状

态值。这就成为了一个很大的难题摆在了人们的面前。尽管量子反馈限定原理

（狇狌犪狀狋狌犿犾犻犿犻狋犲犱犳犲犲犱犫犪犮犽狋犺犲狅狉狔）最早于１９９４年就被 犠犻狊犲犿犲狀和 犕犻犾犫狌狉狀提出，

但是由于量子系统的不可观测性，很长一段时间内对其进行的研究并没有很大的

进展。因此，这就急需一种方法来解决量子的状态测量问题。

直到２０世纪９０年代中后期，随着量子信息技术的提出，世界各国纷纷加大对

量子系统研究的力度，对量子测量以及克隆技术取得了一系列研究成果。我国在

此方面也处于领先的行列，１９９８年段路明和郭光灿（犇狌犪狀犔狌犕犻狀犵犪狀犱犌狌狅

犌狌犪狀犵犆犪狀 １９９８）发表了题为“概率克隆和线性独立的量子态辨识”的文章，提出

了一种概率量子克隆机的概念，通过把幺正变换同测量过程相结合来达到对量子

态进行精确克隆的目的，文章具体描述并证明了如何利用幺正塌缩过程来对两个

非正交态的量子进行精确克隆的过程。次年３月，犇狅犺犲狉狋狔（犇狅犺犲狉狋狔犃犆犲狋犪犾．

１９９９犪）发表文章，结合量子系统的反馈控制过程，具体提出了一种对量子状态进行

连续观测以及估计的方法，证实了量子系统反馈控制的可行性。同年１０月份，张

传伟（犣犺犪狀犵犆犺狌犪狀犠犲犻）（犣犺犪狀犵犆犺狌犪狀犠犲犻１９９９）发表文章具体提出了对量子状态

进行识别的一般性策略，这使得人们在对复杂的量子系统进行状态识别以及测量

上又前进了一步。２０００年６月，他们（犣犺犪狀犵犆犺狌犪狀犠犲犻２０００）又发表文章总结了
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在有限范围内对量子状态进行估计的方法，并在数学上给出了严格的公式证明。

１２５ 量子反馈控制法

反馈控制是对复杂系统进行控制的常用方法之一，量子系统反馈控制的基本

思想与经典反馈控制理论相同，即在量子系统的控制过程中，被控量子的状态不断

地被测量并被反馈到控制器中，控制器再根据量子此时的状态及时地调整控制函

数以使量子始终保持在期望的轨道上。

犠犻狊犲犿犲狀和犕犻犾犫狌狉狀所提出的量子反馈限定原理是一种描述系统动态性能的

理论，该理论通过实时反馈的测量信号（当时采用的是光电流）来控制一个量子系

统的哈密顿函数。但是由于当时量子状态测量无论在理论上还是在应用上都没有

深入研究，所以量子反馈系统一直不能精确地测得系统的哈密顿量，这极大的制约

了量子反馈控制理论的发展，所以在对量子闭环控制的初期，反馈控制理论一直让

位于学习控制方法，未能成为研究的重点。

直到２０世纪９０年代后期，随着量子克隆和量子状态估算理论的突破，量子系

统反馈控制才成为研究的重点。１９９９年犇狅犺犲狉狋狔（犇狅犺犲狉狋狔犃犆犲狋犪犾．１９９９犫）发表

文章初步讨论了量子反馈控制中的测量问题，重点分析了如何在连续地测量后通

过量子跃迁原理来估计量子的状态。同年６月犇狅犺犲狉狋狔发表文章首先分析了以往

传统反馈控制理论在量子领域遇到的不可测量等一系列困难，然后提出了通过对

反馈变量的分析来对系统状态进行估计的新方法，并应用这种理论来对单自由度

的量子系统进行冷却和限制，还同原有的直接反馈的方法相比较，得出结论证实这

种新的方法较原有的方法能较大的提高对量子系统的控制精度。最后，把这种方

法与经典的犔犙犌控制原理进行了对比。

２０００年犇狅犺犲狉狋狔等人（犇狅犺犲狉狋狔犃犆犲狋犪犾．２０００犫）又发表文章详细分析了各种

量子系统可观性和可控性，并在把经典系统与量子系统进行对比分析的基础上，提

出了三种把经典反馈控制理论量子化的方法，同时还对一些重要的经典控制公式

量子化，使其能反映波动性和不连续性等一系列量子系统的特点。同年，犇狅犺犲狉狋狔
等（犇狅犺犲狉狋狔犃犆 ２０００犮）还发表文章具体讨论了量子反馈控制的信息提取，把量

子系统反馈控制分为测量估计阶段和反馈控制阶段，通过分析一个简单的量子系

统模型，讨论了上述两步的最优化实现。

２００１年犃犺狀等人发表文章讨论了如何利用量子反馈控制来纠正量子系统误

差的问题。他们利用最优化一个代价函数来对量子系统的哈密顿量进行反馈估

计，同时还利用连续测量技术和哈密顿操作来尽量减少估计测量给量子系统带来

的干扰。以上这些研究主要适用于符合玻尔 马尔可夫近似的量子系统。２００２年

犇狅犺犲狉狋狔等人又把工作重点放在了利用马尔可夫量子轨迹原理来解决不适用于玻

尔 马尔可夫近似的量子系统上的干扰问题。
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